Colle PC SEMAINES 14 ET 15 2013-2014

EXERCICE 1 :

Soit A € My, (C), on pose  [|A]| = sup > |ai].

1<j<n j=1

1. Montrer que ||.|| est une norme d’algébre sur M,,(C).

2. Montrer que si A est valeur propre de A alors |A| < ||A]|.

EXERCICE 2 :
Soit N1 et Ny deux normes sur un R—espace vectoriel F.
On note By = {z € E,N1(z) <1} et By = {z € E, Na(x) < 1}.

Montrer que By = By = N1 = No.

EXERCICE 3 :

N:R? — R
(,y) — N(z,y) = sup |z +ty|
te[0,1]
Montrer que N est une norme sur R2. Représenter la boule fermée de centre 0 et de rayon 1.

EXERCICE 4 :

1
Montrer que la suite de terme général complexe (z,) définie par la relation de récurrence z,41 = 5(,2” + |zn])
converge.

EXERCICE 5 :

On munit E = {f € C*([0,1],R), f(0) = 0} de la norme ||f||oc = sup |f(t)].
t€[0,1]

1. Montrer que N(f) =|3f + f'||cc est une norme sur E.

2. Montrer que f(x)e3® = / (3f(t) + f'(t))edt et en déduire qu'il existe une k € R* tel que || f||oo < EN(f).
0
3. N et ||.||co sont-elles équivalentes ?

EXERCICE 6 :

+oo 1— e—ztz

Ensemble de définition et dérivabilité de f : x —— / e dt.
0

too 1 _ e—zt2

En déduire que Vz € [0; +oo, / dt = /7.

0 t2

Retrouver ce résultat par changement de variable puis intégration par parties.

EXERCICE 7 :

cos(tx)

14 t2 dt.

—+o0
Existence, continuité, dérivabilité de g : x —— /
0

Calculer Pexpression de g(x).
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EXERCICE 8 :

On pose

+oo e—z(1+t2)
F = ——dt
(2) / s

1. Montrer que F est définie et continue sur [0; +00[, puis déterminer hrf F(z).
T—r+00

2. Montrer que F est dérivable sur [0; +o0] et démontrer que

e 7 +oo 5
F/(ZE) = ﬁ/o e " du

—+o0
3. En intégrant F’ sur [0; +o0[, montrer que / e dt = Y~
0
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CORRECTIONS
EXERCICE 1 :

|A]] = sup ZI%I

\]\nj 1
1. L’application ||.|| est bien & valeurs dans R*.

e A=0=||A][=0et, ||A] =0 =Vie {1,2,...,n},) lay| =0 V(i,j) € {1,2,....n}" Jay| =0 &
j=1
V(i,j) € {1,2,...,n}? ,a;; = 0, ainsi la matrice A est nulle.

n

e Soit ig € {1,2,...,n} tel que, [|AA]| = Zl)‘aioj| = |} Z|ai0j| = A || 4]

Jj=1 Jj=1
o Vie{l,2,....,n}, Z|aw+bw| Z|%|+Z|bw| sup Z|a”|+ sup Z|bw|*||A||+||B||
1<j<n \J\nj 1

I'inégalité precedente est vérifiée pour tout ¢, en partlcuher pour ce1u1 qui réalise le maximum donc

14+ Bl < |4l + 18]
[|.|| est une norme d’algébre sur M, (C).

2. Montrer que si A est valeur propre de A alors |A| < ||A]|.

A valeur propre de A donc il existe X # 0 tel que AX = AX. On note X = T2 et |zi,| = max |z;| # 0.

Tn

n n n
AX = AX & Aoy = Y aigiry = Nz | <Y laiggllg] <[] Y i < |wio] [|A]]; ce qui implique que

|A| < ||A]| (simplification par |z;,| qui est non nul)

EXERCICE 2 :
Soit z # 0 tenant & E. ——— € By car Ny [ —— 1. De plus, By = B, d T ¢B i
o1 a artenant a . car e = . (&7 us = onc ce qui
pp Ny (x) 2 2 N, (x) plus, b2 1 N, (x) 1, q
Ni(z)

implique que Ny (L) <l&e <1< Ni(z) < No(x).

Na(z) Na(z)

On établit de la méme maniere que Na(z) < Ni(z) et Pon obtient 1’égalité.
Pour z = 0, N1(0) = 0 = N5(0). (puisque N; et Ny sont des normes)

Ce qui prouve que si deux normes coincident sur la boule unité fermée alors elles sont égales sur E.

EXERCICE 3 :

e V(z,y) € R?, N(z,y) = 0;

e Soit A € R*. ()\z Ay) = sup |z + Aty| = sup (JA||z + ty])
te(0,1] t€[0,1]

Compte-tenu de la définition de N, N(z,y) > |z + ty| pour t € [0,1], et donc |A|N(x,y) = ||z + ty| &
AN (z,y) = | Az + tAy|. La derniére inégalité et la propriété du sup implique que |A|N(z,y) = N(Az, Ay) (1)

De la méme maniere, N(Ax, \y) > |M|z + ty| pour tout ¢ € [0,1] (définition de N), ce qui s’écrit également
1
WN()@, Ay) = |z + ty| et toujours par propriété du sup, on obtient :

1
WN()\L)\Z/) 2 N(z,y) < N(QAz,\y) 2 [AIN(z,9) (2)
D’aprés (1) et (2), on obtient, pour A # 0, N(A\x, A\y) = |A\|N(z,y). Si A =0, N(Az, \y) = N(0,0) = 0.
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o N((z1,y1) + (22,92)) = N(21 + 22,41 + 92).
Vi € [0,1], o1 + 22 + t(ys + y2)| < |21 + tyr| + 22 + ty2| < N(21,91) + N(22,2), on a donc
N((z1,y1) + (2,92)) < N(21,91) + N(22,92)
e N(z,y) =0=Vt € [0,1],|z+ty| =0=Vt € [0,1],2+ty =0
Avec t =0, on obtient z =0 et avec t = 1, y = 0. Ainsi N(z,y) =0=>2 =y =0.

N est bien une norme.
On note BF(0,1) la boule fermée de centre 0 et de rayon 1 et sup |z +ty| <1< Vi€ [0,1],|z+ty] <1

te(0,1]
(z,y) € BF(0,1) = (-, —y) € BF(0,1) (en effet [z + ty| = | — x — ty])

Ainsi, on peut supposer y > 0, la fonction ¢t — = + ty est strictement croissante sur [0,1] et x < z +ty < x + y,
de sorte que :

z+y siz=>0

—r six > -—y

—z si —y<zr<0 etsiz+y<—x
r4+y si —y<zr<0 etsiz4+y=>-—x

sup |z + ty| = max(|z|, |z + y|) =
te(0,1]

En définitive, (z,y) € BF(0,1) < |z + y| < 1 et |z| < 1, d’ot le dessin de la boule unité :

Y
1

-1 \1 x

EXERCICE 4 :

(|zn| 4 |2n]) = |2n| donc la suite (ry,) ol r,, = |2,| est décroissante et positive

N~

1
Pour tout n, |zp4+1] = =|2n + |2al| <

donc convergente de limite » > 0.

Zn = Tn +1iyn avec (zn,yn) € R2.

1
. Tpt1 = 5(9% + VT4 +y2)
Tpt1 +1Ynt1 = 3 (zn+iyn+ 1'721+y721) < 1
Yn+1 = ZTYn
2

e (y,) est géométrique de raison 1/2 (strictement compris entre 0 et 1) donc elle converge et sa limite vaut 0.

e Six, >0 alors z,y1 > 0. De plus /22 + y2 > |z,| (%) et si z, <0, |x,| = —z,, donc /22 + 92 > —z, &
ZTpt1 = 0. Ainsi ,, > 0,Vn > 1.

1
Vn eN, 2p41 — 2y = i(fxn + /22 +y2) > 0 (toujours (%)) donc (zy)nen est croissante.
2

Par continuité de la fonction z — 22 sur R, 22 +y2 =r2 — r? ety2 — 0.
n—-+o0o n—-+oo

dotz?2 =72 —¢y2 — 72

Par continuité de la fonction z — \/z sur RY, |z,| — r, et comme z,, >0sin>1, 2, — 7.
n—-+o0o n—-+oo

ez, — rety, — O0impliquent que z, — r+i0=r.
n—-+oo n—-+oo n—-+o0o
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EXERCICE 5 :

1. e N définie sur F, est & valeurs dans R™T.
e N(f)=0« 3f+ f' =0 car ||.||o est une norme; 3f + f' = 0 & 3k € R tel que Vz € R, f(z) = ke 3. Or
fe€Edonc f(0)=0=k=0et f est nulle. Ainsi N(f) =0= f =0.

o VAR N = IBM + ANl = IAGS + )l = INIBS + 1l = AN

e V(f,9) € EXEN(f+9) = 13(f+9)+ (' + 9 )loo = I3f + [+ 39+ 9'l|o " < [13f + f'lloc + 1139+ g'lloo
et donc N(f +g) < N(f)+ N(g).

N est bien une norme sur E.

2. v(t) = f(t)e3, v/ (t) = (f'(t)+3f(t))e3. fest de classe C! donc v’ est continue et d’aprés le théoréme fondamental
d’intégration

/0 (P + 3£t = F@)e™ — F(0) = fla)e®.
Yz € [0,1], f(x)e?’”” = /Ow(f’(t) + 3f(t))e3tdt
> |f@)e™ < / "1 + 30

= |f(@)]e** < [ N(f)edt
0

& [f(@)e* <N(f)

(
& |f(@)] < N(f) (!)
)

= /()] < NS

car e 3% > 0, Ainsi ||f||oo <

N(f)-

Wl =

3. Soit n € N* et Vt € [0,1], fu(t) = t™. f, est de classe C* et f,(0) = 0 donc f,, € E.

N(fn) = sup |3t" +nt" Y et si lon pose g : t — 3t" +nt" "L g/ (t) = nt" 2Bt +n—1). Vt € [0,1] et n > 2,
telo,
g(t) =0 donc g est croissante sur [0, 1] et donc ¢g(1) est le maximum de g sur [0,1] pour n > 2. (N(f1) =4). On
a donc N(f,) =g(1) =3+ n pour n € N*.

Si lon suppose N et ||.||o équivalentes alors il existe a > 0 tel que Vf € E, N(f) < af|f]|s, ce qui s'écrirait

avec la fonction f,, : Vn € N*, 3 +n < a. Or (3 + n),>1 ne peut pas étre majorée par « car 3+ n —+> 400
n—-+0oo

donc N et ||.||oo ne sont pas équivalentes.

EXERCICE 6 :
“+oo 1— e—ztz
Ensemble de définition et dérivabilité de f : x —— / e dt.
0
1—eat’
On note f, : t —> —r f est définie et continue sur |0; +oo].

e Pour 2 =0, fo(t) =0 et fo est intégrable sur RT ;

e Pour z #£0, 1 — et Kot xt? donc f,(t) v et f, est prolongeable par continuité en 0 en posant f,(0) = 0.
— —
(le probleme de l'intégrabilité en 0 est réglé)
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1 —eat?
t2
Ainsi f, est intégrable sur R™ si z > 0.

2
< 7 pour t > 1 et la fonction t — el est intégrable sur [1; +oo].

e Pour z < 0, f””(t)t—+> —00.
— 400

En conclusion, Dy, = [0; +o00].

1— —zt?
V(z,t) € [0; +00[x]0; +0[, on pose h(z,t) = %

e 1 est continue sur [0; +00[x]0; +-00[; (quotient de fonctions continues et t? # 0)

1 efat2

e Soit a > 0, ¥(z,t) € [0;a]x]0; +o0[, |h(z,t)] < 7t2
—at?

2
eneffet, t <a = —at? > —at? == —e 7 L —e

_ —at?
On a vu précédent que t — % était intégrable. L’hypothese de domination est donc remplie, et I'on
+oo 1— e—zt2
peut d’ores et déja conclure a la continuité de f: x — / — dt sur [0; 4o0].
0
HEENR
Ooh
W(z, ) € [0;+00[x]0; +ool, 2 (x,1) = et
T
Ooh )
o est continue sur [0; +00[x]0; +00[;
T
. oh Cat?
e Soit a > 0, Y(z,t) € [a; +00[%x]0; +00], a—(m,t) <e™ @
T

Comme t — e~ est continue, positive, intégrable sur [0; +00], ce qui permet d’obtenir I'hypotheése de domi-
nation locale sur ]0; +00[x]0; +o00[ pour Fre
x

+oo 1— efact2
On peut donc conclure que f : x — / — dt est de classe C! sur ]0; +o0[ et pour tout z > 0 :
0

—+oo —+o0 9 —+o0 5
f’(x):/ @(z,t)dt:/ et = i/ e qu = VT
o Oz 0 u=tvz VT Jo VT 2

11 s’en suit que f(z) = /mx + C pour > 0. Or f(0) =0 donc C =0, et Vz >, f(z) = /7x.

EXERCICE 7 :

cos(tx)
1 +12
1

+oo
On remarque que g est paire (cosinus) et g(0) = / Sdt = <.
y L+t 2

t— est continue sur [0; +o0].

3

On peut donc restreindre I’étude de g(x) & « > 0.

°° cos(tx)

| cos(tz)| o 1
1+t2

T2 S17e sur [0; +o00[ pour tout x > 0.

+
d’ou l'intégrabilité de ¢t — /
0

du

1 [T cos(u o cos(u
Par l'intermédiaire d’un changement de variable, on obtient : g(z) = — / ( 2) du==x / 5 ( )2
=2 Jo 1+ 33 0o Utz
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cos(u)

V(z,u) €]0; +00[Xx[0; +00[, on pose f(x,u) = Pt

e v+ f(x,u) est continue sur ]0; +oo| (u? + 2% > 0);
e u— f(x,u) est continue sur ]0; +o00[;

e Soit a et b tels que, [a,b] C]0; +o00[

1
v ’ € 7b 07 ’ ’ < o5 9
1 () € fa, 8105 oo, | 0)] < = —
et u — ——— est positive, continue, et intégrable sur [0; +o0].
a“+u
Ainsi g est continue sur ]0; +o0.
EEE
0 -2
V(xz,u) €]0; +00[%[0; +00[, on pose 8—£($,u) = #O;(;Q.
o r—> a—f(ac, u) est continue sur ]0; +oo[ (u? + 22 > 0);
x
o ur— a—f(z, u) est continue sur |0; 4o00[;
x
e Soit a et b tels que, [a,b] C]O; +o00[
V(o) € fo, 8105 oo, | oL (0, )] < o
z,u) € [a ;toof, |z=(z,u)| € 55—
’ ’ ' . (a? + u?)?
2
et u — ———— est positive, continue, et intégrable sur [0; 4+oo].

(a2 + u2)2

—+o0
cos
Ainsi z — / (w) du est de classe C! sur ]0; +o00| et par produit g également. Vz > 0,
0

u2 + 2
—+o0 —+o0
, cos(u) 9 / cos(u)
= du — 2 ————du (1
g'(z) /0 u? + 2 v 0 (u? + x2)?2 u (1)

pour des raisons déja évoquées plus haut, u — ﬂ est intégrable sur [0; +oo], et
(uZ + 22)2
oo cos(u) du — oo cos(tz)x df — 1 oo cos(tx) df — ih(x) @)
0 (u2 + :c2)2 u=tz |, 1‘4(t2 + 1)2 3 0 (t2 + 1)2 3

On applique le théoreme de dérivation, déja appliqué plus haut, a la fonction h en détaillant seulement la
tsin(tx)

k
domination de — : (x,t) — _W

ox

t ¢ t 1
e ~ —
2+1)2 " @+ 1)2 o0 13

V(z,t) €]0; +00[Xx[0; +o0, ’%(m,t)’ < (

donc la domination par une fonction intégrable sur [0; +o0o] est réalisée de sorte que :

+oo :
tsin(tx)
Ve >0, h(z) = — ——=dt
x>0, h(z) /0 CESIE
x [T cos(tx)
Par une intégration par parties, on essaie d’exprimer h'(z) en fonction de g(x) : Va > 0, b/ (z) = b / F
0

1
(pour cela poser : u : t — sin(tx), u’ : t — zcos(tz), v/t —— t(t2+1)2 et v:t— f§(t2 +1)7 L uetvde

classe C! sur [0, X]; faire tendre X vers +oc)

1 h
Vo >0, h'(z) = —gg(ac) puis ¢'(z) = —g(x) — 2902@ d’aprés (1) et (2), qui donne ¢'(z) = nL _ —h(z).
T x T x

A ce stade, 1'objectif est 'obtention d’une équation différentielle du second ordre vérifiée par g :
1 ! 2 2

Vo > 0,9"(x) = ——g(x) + g'(@) + —h(x) — =h'(z) & ¢"(x) = g(z) compte-tenu des expressions de h(x) et
x x x x

de b/ (z).
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3

11 existe donc a et b réels tels que Vo > 0, g(z) = ae” +be™*. ¢g(0) = g =a+b= 5

De plus g est borné sur R car |g(x)] < g et g(x) o ae® donc a = 0 et par suite b = g
oo

Ainsi pour z > 0, g(z) = ge_z et 'on obtient, compte-tenu de la parité de ¢ : g(z) = ge_m, zeR

EXERCICE 8 :

e—r(1+t%)

1. La foncti : t) — ——————
a fonction f : (z,t) e

Pour tout z > 0et t >0,

est continue sur [0; +oo[%.

e—w(1+t?)

142

< 1
S 142

(domination)

La fonction ¢ — i est continue, positive et intégrable sur [0; +oo].

+ 12
Les conditions sont remplies pour conclure & la continuité de F sur [0; +o0].

—x

Pour tout (z,t) € [0;4+00[?, —2(1 +t?) < —2 = 0 < f(z,t) < et de ce fait, on obtient :

€
142

o0 d
e .
0<F(z)<e /0 11 ceau permet de conclure que F(x) e 0.

2. f est de classe C! sur [0; +oo[? et pour tout (x,t) € [0;+00[?,

of 2
ha'l = —e—z(1+t9)
Ox (%) ¢

0
ot est continue sur [0; +oo[2.

ox

Soit a > 0, pour tout z € [a;+oo| et t > 0, | — e *H)| < = H) (domination)

La fonction ¢ —s e~@(1+") egt continue, positive et intégrable sur [0; 4+o00].
Les conditions sont remplies pour conclure que F est ce classe C! sur [0; +oof et

+o0 5 +o0 5
Pour z > 0, F'(z) = / —e () gt = fe_l/ —e " dt
0 0

il ne reste plus qu’a effectuer le changement de variable u = t/x et 1’'on obtient :

e 7 o0

VT Jo
3. En utilisant le théoreme fondamental d’intégration, on peut écrire

Feo teo gt T

F'(z)= lim F(z)—-F(0)=0- - =

[ o= oo -o0- [

L’expression de F'(z) obtenue a la question précédente permet donc d’écrire

+o0 , +oo e—® [t R too 5 too gz
F'(x :/ ( / e du) dx :/ e " du ——dz
[ o= (%) g . Ve

Cela donne, aprés le changement de variable u? = x dans la deuxiéme intégrale, la relation

—+o0 —+o0
(/ e_“2du> = % et par suite, / e du = ﬁ
0

O 2

F'(z) = e du
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